表面張力を考慮した自由表面流れのフリーラグランジュ有限要素法による解析 by 広川 雅之
表面張力を考慮した自由表面流れのフリーラグランジュ有限要素法による解析
Analysis of the free surface ows with surface tension by the free-Lagrange nite element method
精密工学専攻　 46号　広川雅之
Masayuki HIROKAWA
1. 序論　
液体は必ずといっていいほど，気体との境界面をもつ．
したがって，液体の挙動を考えるときには気体との境界面
の影響を考えることが必要である．この境界面に注目した
流れを自由表面流れと呼んでいる．
自由表面を有する流れの解析において，ラグランジュ的
な方法を用いる場合，自由表面をメッシュの境界として陽
的に表現できるため，その形状の精度や境界条件の適用に
おいて利点があると言われている．しかし，流体領域の変
形に合わせてメッシュを変形させることで，要素の潰れや
裏返りが生じ，計算精度の低下や計算の破綻を招く場合が
ある．これは，計算に用いる要素と節点の組み合わせに関
する情報が固定されていることに起因する．そこで齋藤ら
(1) は，局所的かつ一時的なメッシュを作りながら流れ計
算を行うフリーラグランジュ有限要素法を提案し，自由表
面の大変形を伴う現象の計算を行った．
齋藤らの計算には，表面張力が考慮されていなかったが，
表面張力は自由表面の挙動に大きな影響を与える因子であ
る．そこで本研究では，自由表面における境界条件に表面
張力を考慮することで計算手法の改良を図ることを目的と
する．
2. 流れの支配方程式と離散化　
2.1 流れの支配方程式　
液体は非圧縮性ニュートン流体とし，流れは 2次元層流
とする．支配方程式は，運動方程式
Dui
Dt
= ij;j + fi (1)
と連続の方程式
ui;i = 0 (2)
である．ここに，t は時間，D=Dt は物質微分を表す．
xi(i = 1; 2) を直交座標として，ui を流速の xi 成分とす
る．また，ij は応力テンソルの成分であり，
ij =  pij + 1
Re
(ui;j + uj;i) (3)
で与えられる．ここに，pは圧力，ij はクロネッカーのデ
ルタ，Reはレイノルズ数である．fi は外力の xi 成分であ
り，Fig.1のように x2軸を鉛直上向きにとるとき，f1 = 0，
f2 =  1=Fr2（Fr：フルード数）で与えられる．
Fig.1に示すように，流体領域 
の境界として，自由表
面  f と固体壁  w を考える． f 上では，
p = p0   1
We
2
R
(4)
Fig. 1: Fluid region 
 with a free surface  f
を課す．ここに，p0は大気圧，Rは曲率半径，Weはウェー
バー数である．式 (4)の右辺第 2項が表面張力を表す． w
上ではすべり条件
uini = ijnjti = 0 (5)
を課す．ここに，ni は境界上に立てた外向き単位法線ベク
トルの xi 成分，ti は単位接線ベクトルの xi 成分である．
2.2 支配方程式の離散化　
離散化は三角形要素を用いる有限要素法によって行う．
流速と圧力はともに xi の 1次多項式で近似することとし，
計算の安定化のために PSPG 法 (2) を用いる．PSPG 法
を用いると，式 (1),(2)の弱形式は，Z
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となる．ここに qPSPGi は PSPG法によって付加される重
み関数で，
qPSPGi = PSPG q

;i (7)
で定義される．ここに PSPG は要素毎に定義されるパラ
メータであり，
PSPG =

2
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2
+
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(8)
で与えられる．ここに，tは時間増分，uh は要素重心に
おける速度，he は要素サイズ，U は代表速さ，Lは代表長
さを示す．弱形式 (6)を空間方向に離散化すると，有限要
素方程式
Ma Hp+ Su = F (9)
M"a+H
Tu+H"p = F" (10)
を得る．ここに，aは加速度ベクトル，uは速度ベクトル，
pは圧力ベクトル，Fは外力ベクトルを表し，Mは質量行
列，Hは勾配行列，Sは拡散行列，HT は発散行列である．
式 (9)は運動方程式 (1)，式 (10)は連続の方程式 (2)にそ
れぞれ対応しており，添字 " は PSPG 法に由来する項で
あることを意味する．
時間軸を一定の長さ t の小区間に分割し，時刻 tn =
ntと tn+1 = (n+ 1)tに挟まれた区間に注目する．物
理量の時刻 tn における値を知って，時刻 tn+1 における値
を求めるものとして，式 (9)，(10)を次のように時間方向
に離散化する．
M(xn+1)an+1  H(xn+1)pn+1
+S(xn+1)un+1 = F
(11)
M"(x
n+1)an+1 +HT(xn+1)un+1
+H"(x
n+1)pn+1 = F"
(12)
このとき，各行列を構成する節点座標も未知量であるこ
とに注意しなければならない．時間積分法の一つである
ニューマークの  法によれば，速度と加速度の関係を
un+1 = un +t(1  )an +tan+1 (13)
のように置くことができる．ここに， は時間積分の精度
を決めるパラメータであり，ここでは  = 1=2とする．こ
の関係を用いて，式 (11)，(12)より un+1を消去し，さらに
加速度増分a = an+1 an と圧力増分p = pn+1 pn
を用いて整理すると，
K(xn+1)a H(xn+1)p = eF (14)
K"(x
n+1)a+H"(x
n+1)p = eF" (15)
を得る．このとき，各項の係数行列は相変わらず xn+1 を
含んでいる．そこで，非線形の代数方程式 (14)，(15)を解
くために次に述べる反復解法を用いる．
1. 式 (14)，(15)の xn+1 を xn に置き換えて，a，p
を求める．
2. ニューマークの  法で用いられる関係式
xn+1 = xn+tun+(t)2

1
2
  

an+an+1

(16)
によって，節点座標を更新する．ここに， も時間積
分の精度を決めるパラメータで，ここでは  = 1=4と
する．
3. 2で得られた xn+1 を用いて，式 (14)，(15)の係数行
列を組み立て直し，a，pを求める．
4. 以後，2と 3の過程を繰り返す．
3. 計算手法　
3.1 メッシュの生成　
フリーラグランジュ法では，流体領域に節点（以後，こ
れを流体節点と呼ぶ）を分布させておき，注目する流体節
点 P のまわりに Fig.2 に示すような局所的なメッシュを
生成して，節点ごとに方程式を組み立てる．このメッシュ
は流体節点 P に最も近い節点群を用いて生成され，流れ
計算の過程で流体節点が移動するたびにその都度作り直さ
れる．メッシュの生成にはデローニの三角分割法 (3) を用
いる．
Fig. 2: Local mesh of nite elements around P
3.2 斜め壁境界におけるすべり条件の導入　
齋藤らの方法 (1) では，壁境界は座標軸に平行なものし
か扱えなかった．そこで，任意の斜め壁境界も扱えるよう
に手法を拡張する．壁境界上には，境界条件を導入するた
めだけの，動かない壁節点が配置される．いま，Fig.3 の
点 Pを壁節点の一つとする．そこで，Fig.3のように，点
P において，単位法線ベクトル n = (ni) と単位接線ベク
トル t = (ti)を定義し，
aPn
aPt

=

n1 n2
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
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
(17)
によって，法線方向と接線方向の加速度増分aPn，aPt を
求める．ここに，aPi (i = 1; 2)は点Pにおける加速度増分
の xi 成分である．壁節点 Pの未知量を (aP1 ;aP2 )から
(aPn ;a
P
t )に変換したのち，すべり条件としてaPn = 0
とおく．
Fig. 3: Normal and tangential unit vectors at the wall node P
3.3 自由表面節点の識別　
自由表面の形状は時々刻々と変化するため，それを構成
する流体節点も時々刻々と変化する．したがって，毎回自
由表面節点を識別する必要がある．
そこで，まず着目する節点 Pのまわりの局所メッシュに
おいて，
h =
1
N
NX
i=1
hi (18)
で定義される平均節点間距離 h を求める．hi(i =
1; 2; : : : ; N) は，局所メッシュの各節点と節点 P との距
離を示す．
次に，を正の定数として，半径 hを持ち，節点 Pを
通る円を考えて，その中心を Q とする．PQ を 1 度ずつ
変えて，P の周囲に 360 個の円を描く．これらの円の中
に，P以外の節点を全く含まない円が存在するとき，Pを
自由表面上の節点と判別する (4)．本論文の数値計算例で
は  = 1:3とする．
3.4 曲率半径の計算　
式 (4)の曲率半径 Rは次の手順で計算する．Fig.4にお
いて，着目する自由表面節点を Pとし，隣接する二つの自
由表面節点を Q1，Q2 とする．P，Q1，Q2 を通る円を考
え，この円の半径を Rとすると，Rは
R =
abc
4S
(19)
で与えられる．ここに，S は P，Q1，Q2 によって作ら
れる三角形の面積，a，b，cはその三角形の 3辺の長さで
ある．式 (19)で計算される Rを点 Pにおける曲率半径と
して用いる．
Fig. 4: Radius of curvature of a free surface
3.5 計算手順　
フリーラグランジュ有限要素法による計算手順は次のと
おりである．
1. 節点ごとに局所メッシュを生成し，式 (14)，(15)に対
応する要素方程式を組み立て，全体方程式に重ね合わ
せる．
2. 全体方程式 (14)，(15)を解いて，加速度と圧力の節点
値を求める．
3. 式 (13)によって速度の節点値を求め，式 (16)によっ
て節点座標を更新する．
4. 節点分布の疎密を調べ，スムージング，節点の追加と
削除の操作を行う．
5. 時間を tだけ進めて，1の過程から繰り返す．
4. 計算例　
4.1 静止液面への液滴の衝突　
直径 1.0の液滴を鉛直下向きに初速 1.0で落下させて，液
滴と同質の液体の静止液面に衝突させる現象を計算する．
Fig.5 に計算モデルを示す．レイノルズ数，フルード数，
ウェーバー数はそれぞれ Re = 200，Fr = 1，We = 1000
とし，時間増分を t = 10 3 とする．
流体節点の分布の時間変化を Fig.6に示す．自由表面の
滑らかな形状と自然な動きが計算されている．t = 5:00
で，中心部に，両側壁で反射して戻ってきた液体がぶつ
かって生じる盛り上がり (Worthington jet)が形成されて
いる．
Fig.7 に，表面張力を無視したときの計算結果を示す．
表面張力を無視した場合には，跳ね上がった自由表面の先
端が切り離され，飛沫が生じている．しかし，表面張力を
考慮した Fig.6 では，Fig.7 のように自由表面が先鋭化す
ることがなく，飛沫は生じていないことがわかる．
Fig. 5: Computational model of liquid drop problem
Fig. 6: Distribution of uid nodes at dierent time instants
Fig. 7: A free surface prole in the case of no surface tension
4.2 障害物のある流路上の流れ　
Fig.8 に示すように，矩形貯槽内に置かれた高さ 1，幅
1 の液柱が重力によって崩壊し，底面の障害物を乗り越
えて流れる様子を計算する．レイノルズ数，フルード数，
ウェーバー数はそれぞれ Re = 200，Fr = 1，We = 1000
とし，時間増分を t = 10 3 とする．
流体節点の分布の時間変化を Fig.9に示す．崩壊した液
柱は障害物の斜面に沿ってジャンプし，再び床面に着地し
たのち左右に広がり，貯槽の右側の側壁と障害物の右側面
に到達する．右側の側壁をかけ上がったのちに重力により
折り返して落下するが，このときの自由表面どうしの衝突
も良好に計算できている．斜面に沿った流れの様子から，
斜め壁境界におけるすべり条件が正しく計算されているこ
とがわかる．
t = 3:95 のとき，障害物の右側に気泡領域が存在する
が，t = 6:35では，それが消滅している．これは気泡領域
が液体の圧力によって縮められ，最後には液体領域と見な
されてしまうことによる．本計算では，気体領域の縮小に
よる気体圧力の変化を考慮していないので，このような計
算結果になる．これは，VOF 法や Level Set 法など他の
計算手法でも同様である．気泡内の圧力変化を考慮した計
算手法の開発が今後の課題である．
Fig. 8: Computational model of liquid ow over an obstacle
5. 結論
フリーラグランジュ有限要素法を用いた自由表面流れの
計算手法に，表面張力の改良を行った．二つの計算例を通
して，手法の性能向上を図ることができたことを確認した．
液体と固体の衝突という激しい現象も安定に計算できるこ
とを確認した．
一方で，液体中に取り込まれた気体領域の取り扱い，特
に気体領域の圧力変化の計算方法を工夫することが今後の
課題として残された．
Fig. 9: Distribution of uid nodes at dierent time instants
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